
书书书

第４７卷　第１１期

２０２４年１１月

计　　算　　机　　学　　报

ＣＨＩＮＥＳＥＪＯＵＲＮＡＬＯＦＣＯＭＰＵＴＥＲＳ

Ｖｏｌ．４７ Ｎｏ．１１

Ｎｏｖ．２０２４

　

收稿日期：２０２３０８０８；在线发布日期：２０２４０７１２．本课题得到国家自然科学基金（６２１２２０３７，Ｕ２３Ａ２０３８２）资助．刘朗麒，硕士研究生，中

国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究方向为在线学习、数据挖掘．Ｅｍａｉｌ：ｌｉｕｌｑｌａｍｄａ．ｎｊｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．张利军（通信作者），博士，教授，中国

计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究领域为机器学习、优化．Ｅｍａｉｌ：ｚｈａｎｇｌｊｌａｍｄａ．ｎｊｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．

适应梯度变化的普适在线凸优化算法

刘朗麒　　张利军
（南京大学计算机软件新技术全国重点实验室　南京　２１００２３）

（南京大学人工智能学院　南京　２１００２３）

摘　要　普适在线凸优化算法能够自动适应多类损失函数并进行优化，这使得用户无须自行判别损失函数的类

型，降低了在线凸优化技术的使用门槛．虽然现有的普适算法对于多类损失函数的理论保障均达到极小极大最优，

但是它们难以针对一般凸函数获得问题相关的理论保障．为解决该问题，本文提出的 ＵＡＧＶ算法不仅能够自动适

应一般凸与强凸的损失函数，同时首次在平滑条件下对于一般凸损失函数保障了梯度变化界，即能够在损失函数

梯度变化缓慢时取得更好的性能．算法整体采用元算法专家算法的二层结构，在顶层本文创新性地采用具有乐观

项的元算法，并针对梯度变化界的形式设计替代损失函数与乐观项，使得其在结合底层专家算法时能够获得相应

保障．在多个数据集上的实验结果表明，ＵＡＧＶ算法对于平滑一般凸函数产生的遗憾整体小于现有普适算法，在部

分数据集上遗憾减小的幅度超过１４％．
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１　引　言

随着通信技术、互联网技术与相关应用的快速

发展，人类社会每天都在产生巨量的数据［１］，其中如

传感器数据、互联网数据、业务数据等很多数据呈现

出流式的特征［２］．为了能够及时分析与处理这类流

式数据，研究者们往往不能将这些数据离线存储，而

是需要在数据到来后直接在内存中进行计算［３］．这

一需求催生了机器学习领域中对于在线学习算法的

研究．与传统的批量式学习相比，在线学习直接利用

流式数据进行实时训练，在学习过程中模型能够根

据反馈进行自动更新，时间与空间复杂度均较低，更

加适用于大数据场景．

在线凸优化（ＯｎｌｉｎｅＣｏｎｖｅｘＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＯＣＯ）

是一种流行的在线学习框架，研究者们能够利用其

建模很多具体的在线学习任务，例如在线回归、在线

排序和在线分类［４］．在线凸优化从博弈的视角描述

在线学习过程：学习者与环境作为博弈的双方进行

共计犜轮的博弈；在第狋轮中，学习者首先从犱维的

凸决策集! !

犱 中选择一个决策狓狋 并提交；与此

同时，环境选择并公布一个凸的损失函数犳狋：! !

!

，学习者遭受损失犳狋（狓狋），并根据损失函数来调整

后续决策．为了更加形象地理解这一过程，我们以在

线分类任务为例进行说明．在每一轮中，我们会得到

一个样本的特征及其标签，此时我们可以将决策狓狋

视为一个以特征为输入的模型，同时我们可以根据

模型输出与标签构造损失函数犳狋（狓狋）．随着新样本

不断地到来，在线分类模型能够根据当前样本迭代

地进行更新．衡量在线学习性能的准则是遗憾
［５］，其

定义为学习者在学习过程中的累计损失与最优固定

决策的累计损失之差．学习者的目标是最小化遗憾．

学术界针对不同类型的在线损失函数已经提出

高效的在线凸优化算法，其中我们主要关注一般凸

和强凸函数．当损失函数为一般凸函数时，采用在线

梯度下降（ＯｎｌｉｎｅＧｒａｄｉｅｎｔＤｅｓｃｅｎｔ，ＯＧＤ）算法能

保障"

（槡犜）的遗憾界
［５］；当损失函数为λ强凸函数

时，采用ＳＣＯＧＤ算法（ＳＣ是强凸ＳｔｒｏｎｇｌｙＣｏｎｖｅｘ

的缩写，该算法通过在 ＯＧＤ算法的基础上调整步

长而实现）能够保障"

（ｌｏｇ犜／λ）的遗憾界
［６］．这两个

遗憾界均与理论下界相匹配，即实现了极小极大最优

（ＭｉｎｉｍａｘＯｐｔｉｍａｌ）
［７］．需要指出的是，理论下界仅

关注问题中最困难的情况，例如当损失函数具有对

抗性时；而在很多现实问题中损失函数的性质会相

对温和，若在线算法能利用这些性质则可以减小学

习过程中的遗憾．对于这类情况，研究者们使用关于

损失函数的累积量来描述在线函数所可能具有的性

质，并希望用这些累积量来替换遗憾界中的犜以获

得问题相关的遗憾界［８１０］．一种常见的问题相关界

是梯度变化界（ＧｒａｄｉｅｎｔＶａｒｉａｔｉｏｎＢｏｕｎｄ）
［８］，其关

注的累积量犞犜 是相邻两轮间损失函数梯度犳狋（·）

的最大变化量之和，即

犞犜＝∑
犜

狋＝１

ｍａｘ
狓∈!

犳狋（狓）－犳狋－１（狓）
２ （１）

以优化平滑一般凸且梯度有界的损失函数为例，采

用ＯＧＤ算法能够保障"

（槡犜）的极小极大最优界，

而采用ＯＥＧＤ算法
［８］能够保障"

（犞槡 犜）的梯度变

化界．由于损失函数梯度有界，因此在最坏情况下有

犞犜＝"

（犜），即"

（犞槡 犜）的遗憾界仍为极小极大最

优；而当损失函数梯度变化缓慢时，梯度变化界将会

较极小极大最优界更紧．

虽然上述在线凸优化算法具有较好的理论保障，

但是在实际使用时对于用户的专业知识水平要求较

高．首先，这些算法仅针对某一特定类型的损失函

数，对于不同类型的函数需要选用对应的算法，否则

将产生次优的结果，因此用户需要判断损失函数的

类型．其次，部分算法要求输入关于损失函数的参数

来调节步长，例如ＳＣＯＧＤ算法需要输入强凸函数

０３６２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２４年



的量度λ，而这些参数需要由用户进行估计．为了降

低在线凸优化技术的使用门槛，研究者们开始关注

能够适应多种函数类型且无须问题先验知识的普适

算法［１１］．在这一领域，比较具有代表性的工作包括

ＭｅｔａＧｒａｄ算法
［１２１３］、Ｍａｌｅｒ算法

［１４］和ＵＳＣ算法
［１５］．

目前最先进的ＵＳＣ算法能够对于强凸和一般凸函

数均实现极小极大最优界保障，同时对于强凸函数

具有梯度变化界保障．

我们注意到，ＵＳＣ算法对于现实问题中最为常

见一般凸函数并没有提供梯度变化界保障，这使得

ＵＳＣ算法的理论保障尚不令人满意：很多常用的损

失函数满足平滑一般凸但不满足强凸，例如均方误差

和交叉熵损失，此时ＵＳＣ算法无法在损失函数梯度

变化缓慢时获得更紧的遗憾界．针对这一局限性，我

们重点关注如何设计对于一般凸函数具有梯度变化

界保障的普适算法．本文提出的 ＵＡＧＶ（Ｕｎｉｖｅｒｓａｌ

ＯｎｌｉｎｅＣｏｎｖｅｘＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈＡｄａｐ

ｔｉｖｉｔｙｔｏＧｒａｄｉｅｎｔＶａｒｉａｔｉｏｎ）算法借鉴了此前工

作［１２１５］中所采用的专家学习框架，该框架包含专家

算法和元算法两部分．专家算法由多种不同的优化

算法组成，其中包括具有梯度变化界保障的在线凸

优化算法，它们并行地运行．元算法需要结合专家算

法的决策来产生普适算法的决策，而如何使得元算

法具有梯度变化界保障是本问题的难点．为此，我们

创新地采用具有乐观项的 ＭＳＭＷＣ算法
［１６］作为元

算法，并针对梯度变化界的形式设计替代损失函数

与乐观项．通过理论分析，我们证明此时 ＵＡＧＶ算

法整体对于平滑一般凸函数具有梯度变化界保障．

最后，我们在多个数据集上进行实验，实验结果验证

了ＵＡＧＶ算法的有效性．

综上所述，本文主要贡献如下：

（１）为解决现有普适算法对于一般凸函数不具

有问题相关界保障的问题，本文提出了采用专家学

习框架的ＵＡＧＶ算法．对于平滑一般凸函数，我们

成功使ＵＡＧＶ算法获得梯度变化界，其遗憾界保

障为"

（犞犜ｌｏｇ槡 犜），当犞犜犜 时将获得比极小极

大最优界更紧的遗憾界．

（２）ＵＡＧＶ算法也能够自动适应λ强凸函数，

保障了"

（ｌｏｇ犜／λ）的遗憾界．该遗憾界与极小极大

最优界相匹配．

（３）在多个标准数据集上的实验结果表明，当

损失函数为平滑一般凸函数时，在运行过程中

ＵＡＧＶ算法的遗憾整体小于现有普适算法；当损失

函数为强凸函数时，在运行过程中 ＵＡＧＶ算法与

现有普适算法性能相当．

本文第２节介绍相关工作；第３节介绍在线凸

优化问题中的一些概念定义与常用的假设；第４节

详细介绍提出的 ＵＡＧＶ算法，并分析其具有的理

论保障；第５节中给出实验的细节与结果分析；第６

节对本文进行总结．

２　相关工作

在本节中，我们首先将在线凸优化领域的相关

工作分为传统在线凸优化算法和普适在线凸优化算

法两类，并分别进行介绍．接着，我们对于设计算法

时使用的乐观项技术及相关算法作介绍．

２１　传统在线凸优化算法

在线凸优化算法旨在最小化遗憾，其定义为犜

轮中在线算法决策狓狋 的累计损失与最优固定决策

的累计损失之差，即

ＲＥＧ犜＝∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋

烐烏 烑

）

学习过程累计损失

－ｍｉｎ
狓∈!

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓

烐烏 烑

）

最优决策累计损失

（２）

其中，犳狋（·）是第狋轮中的损失函数．研究者们主要

对于三种类型的损失函数展开研究，分别是一般凸

函数、λ强凸函数和α指数凹函数．对于一般凸函

数，采用第狋轮步长为"

（１／槡狋）的ＯＧＤ算法能够保

障"

（槡犜）的遗憾界
［５］；对于λ强凸函数，采用第狋轮

步长为衰减更快的"

（１／（λ狋））的ＳＣＯＧＤ算法能够

保障"

（ｌｏｇ犜／λ）的遗憾界
［６］；对于α指数凹函数，采

用在线牛顿法（ＯｎｌｉｎｅＮｅｗｔｏｎＳｔｅｐ，ＯＮＳ）能够保

障"

（犱ｌｏｇ犜／α）的遗憾界
［１７］，其中犱为决策的维度．

需要指出的是，ＳＣＯＧＤ算法和ＯＮＳ算法分别需要

在提前得知强凸量度λ和指数凹量度α之后才能合

适地调整算法步长并获得相应的理论保障．通过对

于理论下界进行分析［７］，以上三种算法分别对于对

应类型的函数实现了极小极大最优，即在它们的表

现在最坏情况下是无法提升的．但在很多现实问题

中，环境所公布的损失函数并不会像最坏情况下一

样具有对抗性，而是存在与问题相关的良好性质．如

果算法能够利用这些性质，则可以获得比极小极大

最优界更紧的遗憾界．基于这个考量，研究者们提出

了一些具有问题相关遗憾界的算法［８１０，１８］．这些算

法所保障的遗憾界不再仅依赖于犜，而是与一个在

犜轮中累积的量相关．在最坏情况下，这些累积量会

１３６２１１期 刘朗麒等：适应梯度变化的普适在线凸优化算法



退化至"

（犜），此时问题相关遗憾界依然实现了极

小极大最优；而当问题所具有的性质使得累积量的

量级小于"

（犜）时，算法就能获得更紧的遗憾界．

一个常见的问题相关界是梯度变化界［８，１９］，此

时遗憾界所相关的累积量是相邻两轮损失函数梯度

变化的最大值，见式（１）．对于平滑一般凸的损失函

数，ＯＥＧＤ算法
［８］保障了"

（犞槡 犜）的遗憾界．如果相

邻两轮损失函数的梯度在决策集内的变化很温和，那

么具有梯度变化界的算法会自动获得更紧的遗憾界．

另一个常见的问题相关界是小损失界（ＳｍａｌｌＬｏｓｓ

Ｂｏｕｎｄ）
［１８，２０２１］．小损失界的意思是，算法所保障的

遗憾界与最优决策在犜轮中的累计损失相关，即

犔

犜 ＝ｍｉｎ

狓∈!

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓） （３）

当损失函数非负且平滑一般凸时，ＳＯＧＤ算法
［２０］保障

了"

（犔槡 犜 ）的遗憾界．如果最优决策的累计损失很

小，那么具有小损失界保障的算法会自动获得更紧

的遗憾界．以上两种问题相关界需要在损失函数平

滑的条件下才能获得，其中小损失界还额外要求损

失函数非负．

２２　普适在线凸优化算法

尽管传统在线凸优化算法存在丰富的研究成

果，为了获得较好的性能，用户需要判别损失函数的

类型以选择对应算法，同时可能还需要提前估计损

失函数的量度以设置算法参数．这要求用户具有一

定的专业领域知识，拔高了使用在线凸优化技术的

门槛．普适算法的研究初衷正是减少人工的分析与

预测，使得优化算法能够直接用于具体问题．

研究者们对于在线凸优化领域中普适算法的探

索始于ＡＯＧＤ算法
［１１］．ＡＯＧＤ算法能够自动适应一

般凸和强凸函数，分别能够保障"

（槡犜）和"

（ｌｏｇ犜）

的遗憾界．但是，ＡＯＧＤ算法要求输入每一轮中损

失函数的强凸量度，而能够获得该信息是一个过于

强的假设，在现实情况中难以成立．

为了使普适算法无需提前获得损失函数的相关

信息，ＶａｎＥｒｖｅｎ和 Ｋｏｏｌｅｎ
［１２］在专家学习［２２］框架

下提出了 ＭｅｔａＧｒａｄ算法．专家学习框架具有两层

结构，由底层中同时运行的多个在线凸优化算法（专

家算法）和顶层中基于历史信息综合专家决策的算

法（元算法）构成．此时元算法所求解的问题可以看

作是在线凸优化的一个特例：在第狋轮中，元算法首

先选择对于犖 个专家的权重狑狋∈Δ犖，然后得到一

个损失向量狋∈!

犖 并遭受线性损失〈狑狋，狋〉，算法

希望能够最小化累计损失．在 ＭｅｔａＧｒａｄ算法中，每

个专家算法并不是直接优化损失函数犳狋（·），而是

运行带有特定学习率η的ＯＮＳ算法来优化替代损

失函数


η
狋
（狓）＝－η〈犳狋（狓狋），狓狋－狓〉＋η

２〈犳狋（狓狋），狓狋－狓〉
２

（４）

它们产生的决策采用一个类似指数加权平均

（ＥｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｌｙＷｅｉｇｈｔｅｄＡｖｅｒａｇｅ）
［２２］的元算法来

进行结合．通过同时运行"

（ｌｏｇ犜）个具有不同学习率

的专家算法来优化式（４），ＭｅｔａＧｒａｄ算法在无须输入

α指数凹函数的量度α时仍然能够保障"

（犱ｌｏｇ犜／α）

的遗憾界，其中犱为决策的维度．同时，ＭｅｔａＧｒａｄ

算法对于一般凸函数具有"

（ 犜ｌｏｇｌｏｇ槡 犜）的遗憾

界保障．在后续的工作中，他们进一步提出了计算复

杂度更低的 ＭｅｔａＧｒａｄｆｒｅｑ算法
［１３］．但是，ＭｅｔａＧｒａｄ

与ＭｅｔａＧｒａｄｆｒｅｑ算法没有显式地支持强凸函数，因此

只能将强凸损失函数弱化为指数凹函数进行处理，

获得的"

（犱ｌｏｇ犜）遗憾界与极小极大最优界有着犱

倍的差距．

为了使普适算法对一般凸函数和强凸函数均能

保障极小极大最优界，Ｗａｎｇ等人
［１４］提出的Ｍａｌｅｒ算

法对于一般凸与强凸函数也采用了类似式（４）的构

造重新设计了替代损失函数，并分别使用１个一般

凸专家和"

（ｌｏｇ犜）个具有不同学习率的强凸专家进

行优化．Ｍａｌｅｒ算法能够在ＭｅｔａＧｒａｄ算法对于α指

数凹函数的"

（犱ｌｏｇ犜／α）遗憾界之外，同时保障对

于一般凸函数的"

（槡犜）遗憾界和对于λ强凸函数

的"

（ｌｏｇ犜／λ）遗憾界，均实现了极小极大最优．

Ｗａｎｇ等人
［２１］接着探索了普适算法在损失函数平滑

条件下的遗憾界，通过调整三种替代损失函数来保

障问题相关的小损失界．

Ｚｈａｎｇ等人
［１５］随后指出，如果对于不同类型的

函数分别设计专家算法所优化的替代损失函数，会

使得普适算法难以获得除小损失界以外的问题相关

遗憾界，如梯度变化界．因此，在他们提出的ＵＳＣ算

法中，专家算法直接在原损失函数犳狋（·）上进行优

化，而元算法采用结构简单的线性损失

犔狋（狓）＝〈犳狋（狓狋），狓－狓狋〉 （５）

来衡量专家决策狓的好坏．此时，令狓狋 和狓
犻
狋 分别表

示第狋轮中元算法和第犻个专家算法的决策，那么

可以将普适算法的遗憾界分解为元界与专家界，即

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－ｍｉｎ
狓∈!

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓）＝
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∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－∑
犜

狋＝１

犳狋（狓
犻
狋

烐烏 烑

）

元界

＋∑
犜

狋＝１

犳狋（狓
犻
狋）－ｍｉｎ

狓∈!

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓

烐烏 烑

）

专家界

（６）

其中元界为普适算法与专家算法累计损失之差的

界，专家界为专家算法与最优决策累计损失之差的

界．如果专家算法包含多个优化不同类型损失函数

的传统在线凸优化算法，那么专家界就能够适应多

种类型的函数．为了使ＵＳＣ算法的元界也能够适应

多种类型的函数，他们要求元算法对于额外损失具

有二阶界［２３］，即

∑
犜

狋＝１

犾狋－
犻
狋＝

烄

烆
犗 ∑

犜

狋＝１

（犾狋－
犻
狋）槡
烌

烎

２ （７）

其中犾狋 是元算法的损失，
犻
狋是第犻个专家算法的损

失，两者均基于线性损失（５）进行设计．在损失函数

平滑的条件下，ＵＳＣ算法对于指数凹函数和强凸函

数能在 Ｗａｎｇ等人
［２１］结果的基础上额外获得梯度

变化界，即"

（犱ｌｏｇ犞犜／α）和"

（ｌｏｇ犞犜／λ）的遗憾界保

障，其中犞犜 的定义见式（１）．但是，ＡＯＧＤ、Ｍｅｔａ

Ｇｒａｄ、Ｍａｌｅｒ和ＵＳＣ算法均无法对于最常见的一般

凸函数获得梯度变化界，这使得它们在很多情况下

难以利用问题相关性质得到更小的遗憾．

２３　乐观项技术及相关算法

为了保障在线凸优化算法具有问题相关界，一

些过往工作使用了乐观项技术［８，１９］，其主要思想是

在迭代过程中对于损失函数的相关信息进行预测，

并在更新时利用这些预测信息．Ｒａｋｈｌｉｎ等人
［２４］将

这一技术总结为乐观镜像下降（ＯｐｔｉｍｉｓｔｉｃＭｉｒｒｏｒ

Ｄｅｓｃｅｎｔ）框架．我们继续沿用描述在线凸优化问题

的符号来进行介绍．基于单步梯度下降的算法（如

ＯＧＤ算法和ＳＣＯＧＤ算法）的决策更新方式为

狓狋＋１＝Π!

［狓狋－η狋〈狓狋，犳狋（狓狋）〉］，

其中η狋表示第狋轮更新的步长，Π!

［狓］表示将决策狓

投影到域!内．与单步梯度下降不同，采用乐观镜像

下降的算法需要将更新拆分为两步：

狓狋＝ａｒｇｍｉｎ
狓∈!

η狋〈狓，犿狋〉＋#

ψ
（狓，狓′狋），

狓′狋＋１＝ａｒｇｍｉｎ
狓∈!

η狋〈狓，犳狋（狓狋）〉＋#

ψ
（狓，狓′狋） （８）

其中，犿狋是第狋轮的乐观项，｛狓′狋｝是用于计算｛狓狋｝的

辅助序列，#
ψ
（狓，狔）ψ（狓）－ψ（狔）－〈ψ（狔），狓－狔〉

是根据可微凸函数ψ（·）定义的Ｂｒｅｇｍａｎ散度．根据

Ｒａｋｈｌｉｎ等人的分析，当取#

ψ
（狓，狔）＝

１

２
狓－狔

２

２并

设置最优的步长η狋时，采用式（８）进行更新的算法具

有
烄

烆
" ∑

犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－犿狋槡
烌

烎

２

２ 的遗憾界保障．此时，乐

观项犿狋对于梯度犳狋（狓狋）的预测越准确，则该算法

的遗憾界将越小．

由于专家学习框架中元算法所求解的问题是

一个特殊的在线凸优化问题，因此也可以获得含有

乐观项的理论保障．Ｓｙｒｇｋａｎｉｓ等人
［２５］对于该问题

提出的 ＯｐｔｉｍｉｓｔｉｃＨｅｄｇｅ算法可以看作是乐观镜

像下降框架的一个实例，其中设置在线损失函数为

犳狋（狑狋）＝〈狑狋，狋〉，并取#

ψ
（狓，狔）＝ＫＬ（狓，狔），即 ＫＬ

散度．ＯｐｔｉｍｉｓｔｉｃＨｅｄｇｅ算法所具有的遗憾界保障为

烄

烆
" ∑

犜

狋＝１

狋－犿狋
２

∞ｌｎ槡
烌

烎
犖 ，即此时乐观项犿狋∈犚

犖所预

测的是第狋轮的损失向量狋∈犚
犖．Ｃｈｅｎ等人

［１６］提出

的 ＭＳＭＷＣ算法则对于乐观镜像下降框架进行修

改，引入了可变学习率向量η狋∈ !

犖

０
与修正项

犪狋∈!

犖，同时对于每一轮迭代设置了不同的Ｂｒｅｇｍａｎ

散度#

ψ狋
（·，·），其流程见算法１．ＭＳＭＷＣ算法能够

保障对于犻∈［犖］均有
烄

烆
" ｌｎ（犖犜）∑

犜

狋＝１

（
犻
狋－犿

犻
狋）槡
烌

烎

２

的遗憾界．

算法１．　ＭＳＭＷＣ．

输入：运行轮数犜，各轮的乐观项｛犿狋｝
犜
狋＝１
，各轮的损失

向量｛狋｝
犜
狋＝１

输出：各轮的权重｛狓狋｝
犜
狋＝１

１．初始化狑′１∈Δ犖

２．ＦＯＲ狋＝１，２，…，犜

３． 设置乐观项犿狋

４． 选择一个紧的凸决策子集Ω狋和学习率η狋

５． 计算狑狋＝ａｒｇｍｉｎ
狑∈Ω狋

〈狑，犿狋〉＋"

ψ狋
（狑，狑′狋），其中ψ狋（狑）＝

∑
犖

犻＝１

（狑犻ｌｎ狑犻）／η
犻
狋

６．　将狑狋作为决策，获得损失向量狋，并构建修正项

犪狋，其中犪
犻
狋＝３２η

犻
狋（

犻
狋－犿

犻
狋）
２

７．　计算狑′狋＋１＝ａｒｇｍｉｎ
狑∈Ω狋

〈狑，狋＋犪狋〉＋"

ψ狋
（狑，狑′狋）

８．ＥＮＤＦＯＲ

使用乐观项技术的关键和难点在于针对算法需

求进行乐观项的设计．Ｃｈｉａｎｇ等人
［８］提出的ＯＥＧＤ

算法可以理解为在乐观镜像下降框架中取 犿狋＝

犳狋－１（狓狋－１），即将上一轮的梯度作为乐观项．此时

若损失函数的梯度犳狋（·）在相邻两轮间变化缓慢，

则ＯＥＧＤ算法具有较小的遗憾界．Ｚｈａｏ等人
［１９］则

使用ＯｐｔｉｍｉｓｔｉｃＨｅｄｇｅ算法来结合多个具有不同学

习率的子算法，他们所设置的乐观项最终能够推导

出算法整体的问题相关遗憾界保障．但是他们的算

法仅针对一般凸函数，而无法对于强凸函数获得极

小极大最优界保障．
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３　定义与常用假设

我们首先介绍凸函数、强凸函数以及平滑函数

的定义［１８，２２］．

定义１．　一个函数犳：!!! 若满足狓，狔∈!

，

犳（狔）犳（狓）＋〈犳（狓），狔－狓〉 （９）

则称犳（·）为凸函数．

定义２．　一个函数犳：!!! 若满足狓，狔∈!

，

　犳（狔）犳（狓）＋〈犳（狓），狔－狓〉＋
λ
２
狔－狓

２ （１０）

其中λ＞０，则称犳（·）为强凸函数，其强凸量度为λ．

定义３．　一个函数犳：!!! 若满足狓，狔∈!

，

犳（狓）－犳（狔） 犎 狓－狔 （１１）

则称犳（·）为犎平滑函数．

接着，我们引入在线凸优化领域中两个常见的

假设［５，１２，１５，１９］．

假设１．　假设所有损失函数犳狋：! !! 均梯度

有界，即狋∈［犜］，

ｍａｘ
狓∈!

犳狋（狓） 犌 （１２）

假设２．　假设决策集!!

犱 直径有界，即

ｍａｘ
狓，狔∈!

狓－狔 犇 （１３）

同时０属于决策集!．

４　方　法

过去研究者们提出的普适在线凸优化算法［１２１５］

主要采用了专家学习［２２］这一经典框架，本文将遵循

同样的思路．ＵＡＧＶ 算法由专家算法和元算法构

成：犖 个专家算法同时运行不同设置的传统在线凸

优化算法来优化损失函数犳狋（·），并向元算法传递

决策狓１狋，狓
２
狋，…，狓

犖
狋 ；元算法在标准化后的线性损失

上优化权重狑狋∈Δ犖，同时加权结合专家算法上传的

决策来产生算法整体的决策狓狋＝∑
犖

犻＝１

狑犻狋狓
犻
狋．ＵＡＧＶ算

法的整体结构如图１所示．

图１　ＵＡＧＶ算法的整体结构

根据式（６），当采用这样的算法结构时，普适算法

的遗憾界可以分解为专家界与元界．只有当专家界与

元界均具有梯度变化界保障时，普适算法才能够适应

梯度变化．使得专家界具有梯度变化界保障是比较容

易实现的，我们只需要令专家算法集合中包含具有

梯度变化界保障的专家算法，如 ＯＥＧＤ算法
［８］即

可．但是，使得元界具有梯度变化界保障是一个难点．

Ｚｈａｎｇ等人
［１５］通过使用具有二阶遗憾界保障

的元算法来优化标准化后的线性损失，这使得 ＵＳＣ

算法能够适应强凸和指数凹函数并获得梯度变化界

保障．但是，他们的分析依赖于强凸与指数凹函数的

性质，而对于性质更弱的一般凸函数无法得到该保

障．为了解决这个问题，我们提出了一个新型的元算

法，并证明了该元算法在损失函数为最常见的一般凸

函数时也能获得梯度变化界保障，从而使得 ＵＡＧＶ

算法适应梯度变化．

４１　研究思路

Ｚｈａｏ等人
［１９］的工作表明，如果在专家学习框

架中使用具有乐观项的元算法，经过分析可以证明

元算法具有梯度变化界保障．但是，Ｚｈａｏ等人
［２５］使

用的元算法为ＯｐｔｉｍｉｓｔｉｃＨｅｄｇｅ算法，它仅针对一

般凸函数，而无法支持对于强凸函数的极小极大最

优界保障．因此我们考虑基于Ｃｈｅｎ等人
［１６］提出的

ＭＳＭＷＣ算法来设计元算法，采用该研究思路的原

因有两点：一方面，ＭＳＭＷＣ算法具有乐观项，通过

进行合理的设置，能够在损失函数为一般凸时推导

出元算法的梯度变化界保障；另一方面，ＭＳＭＷＣ

算法能提供式（７）形式的二阶界，从而支持元算法适

应强凸函数．

我们在此引入 ＭＳＭＷＣ算法的遗憾界．对于

狋∈［犜］，当损失向量狋 与乐观项犿狋 的所有维度

均有界时，通过合理地设置 ＭＳＭＷＣ算法的初始辅

助量狑′１、凸决策子集Ω狋和学习率η狋，我们可以得到

如下理论保障．

引理１． 假设｜
犻
狋｜，｜犿

犻
狋｜１对于狋∈［犜］，犻∈

［犖］均成立．设置狑′１＝１／犖，Ω＝Ω１＝…＝Ω犜＝

狑∈Δ犖：狑犻
１｛ ｝犖犜

，η
犻
狋 烅

烄

烆

＝ｍｉｎ
ｌｎ（犖犜）

∑
狊＜狋

（
犻
狊－犿

犻
狊）槡
２
，１烍
烌

烎
６４

时，ＭＳＭＷＣ算法可以保障对于犼∈［犖］有

∑
犜

狋＝１

〈狑狋，狋〉－
犼
狋＝

烄

烆
犗ｌｎ（犖犜）＋ｌｎ（犖犜）∑

犜

狋＝１

（
犼
狋－犿

犼
狋）槡
２－∑

犜

狋＝１

狑狋－狑′狋
烌

烎

２

１ ．

　　值得注意的是，引理１并不是对文献［１６］中定
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理的照搬，其证明见附录Ａ．我们对于原先证明中被

丢弃的一个负项进行仔细分析，使得 ＭＳＭＷＣ算法

的遗憾界中出现一个额外的负项∑
犜

狋＝１

狑狋－狑′狋
２

１
，而

它在推导元算法对于一般凸函数的梯度变化界保障

时具有关键性作用．

４２　算法实现

４．２．１　元算法设计

为了得到对一般凸函数有梯度变化界保障并且

支持强凸函数的新型元算法，我们需要结合专家算法

来设置元算法的损失向量狋、元损失犾狋和乐观项犿狋．

我们基于线性损失来设计损失向量狋∈!

犖 和

元损失犾狋∈!

，其值分别为


犻
狋＝

１

３犇犌
〈犳狋（狓狋），狓

犻
狋〉，犻∈［犖］，

犾狋＝
１

３犇犌
〈犳狋（狓狋），狓狋〉 （１４）

其中，狓犻狋∈!是第犻个专家算法所产生的决策；狓狋＝

∑
犖

犻＝１

狑犻狋狓
犻
狋是元算法所产生的决策，它通过以狑狋∈Ω

的权重线性组合犖 个专家算法的决策狓１狋，狓
２
狋，…，狓

犖
狋

而计算得到．损失向量狋和元损失犾狋均有１／（３犇犌）

的标准化系数（该系数需要与乐观项犿狋的相同），在

标准化后满足｜
犻
狋｜，｜犾狋｜１／３．通过这样的设置，我

们可以直接将元损失犾狋与 ＭＳＭＷＣ算法中的加权

损失〈狑狋，狋〉建立联系，即

犾狋＝
１

３犇犌
〈犳狋（狓狋），狓狋〉＝

１

３犇犌
〈狑狋，狋〉 （１５）

　　接着，我们借鉴了Ｚｈａｏ等人
［１９］的思路来设置乐

观项犿狋，从而使得元算法具有梯度变化界保障．对

于犻∈［犖］，我们分别设置

　　犿
犻
狋＝
〈犳狋（狓狋），狓狋〉＋〈犳狋－１（狓－狋），狓

犻
狋－狓狋〉

３犇犌
（１６）

其中狓－狋＝∑
犖

犻＝１

狑′犻狋狓
犻
狋．乐观项犿狋也设置了１／（３犇犌）的

标准化系数，使得其在标准化后满足｜犿
犻
狋｜１．

需要说明的是，设计元算法的过程中最困难的

部分在于设置乐观项犿狋．由于犿狋是对于第狋轮损失

向量狋的预测，因此我们希望对于犻∈［犖］能够使

得犿犻狋与
犻
狋 尽量接近．但是在构造犿狋 的阶段，我们

甚至无法获取当前轮的决策狓狋（根据算法１的第５

步，我们需要在构造犿狋之后再计算权重狑狋，并与专

家决策加权得到狓狋），则更加无法得知梯度犳狋（狓狋），

因此对于损失向量狋 的估计是很困难的．此时，我

们分两步进行乐观项的设计．首先，我们使用第

狋－１轮中计算得到的辅助序列狑′狋与专家决策加权

得到狓－狋来作为狓狋的近似，接着将其代入上一轮损失

函数的梯度来构造犳狋－１（狓
－
狋）作为犳狋（狓狋）的近似．

若犳狋－１（狓
－
狋）与犳狋（狓狋）接近，则犿

犻
狋 与

犻
狋 接近，从而

使得元界更紧．而式（１６）中除〈犳狋－１（狓
－
狋），狓

犻
狋〉以外的

部分是对于犿狋所有维度的整体偏移量，我们可以借

助 ＭＳＭＷＣ算法的性质，通过拆分来避免直接计算

该偏移量，详见第４．２．２节．对于元算法进行遗憾界

分析时，当前轮梯度的近似值与实际值的差距

犳狋－１（狓－狋）－犳狋－１（狓狋）
２
最终将产生元算法的梯

度变化界保障．综上，我们构造乐观项时的创新性在

于：（１）分步骤构造损失函数梯度的近似，从而使

得算法能够获得问题相关界保障；（２）针对普适算

法的需求，选择合适的元算法来结合专家决策，使得

乐观项中未知的整体偏移量不影响任何后续部分的

计算．

当采用式（１４）和（１６）的设置时，｜
犻
狋｜与｜犿

犻
狋｜的

范围均符合引理１的条件．因此我们结合式（１５）与

引理１得到元界

∑
犜

狋＝１

犾狋－
犻
狋＝

烄

烆
" ｌｎ（犖犜）∑

犜

狋＝１

（
犻
狋－犿

犻
狋）槡
烌

烎

２ ，

即此时的元算法具有形如式（７）的二阶界，通过分析

可以证明其理论保障能够自动适应一般凸函数和强

凸函数．对于这两类函数的遗憾界保障分别见第

４．３节和４．４节．

４．２．２　算法细节

ＵＡＧＶ算法的整体结构如算法２所示．我们需

要考虑两种可能的凸函数类型：强凸函数和一般凸

函数．

算法２．　ＵＡＧＶ．

输入：运行轮数犜，在线输入的损失函数｛犳狋（·）｝
犜
狋＝１
，强

凸算法集合#狊狋狉，强凸量度集合$狊狋狉，一般凸算法

集合#犮狅狀

输出：在线输出的各轮算法决策｛狓狋｝
犜
狋＝１

１．初始化专家集合%＝

２．ＦＯＲ犃∈#犮狅狀

３．　创建一个专家犈（犃）

４．　%＝%∪犈（犃）

５．ＥＮＤＦＯＲ

６．ＦＯＲ犃∈#狊狋狉

７．　ＦＯＲλ∈$狊狋狉

８．　　创建一个专家犈（犃，λ）

９．　　%＝%∪犈（犃，λ）

１０．　ＥＮＤＦＯＲ

１１．ＥＮＤＦＯＲ

１２．令犖＝｜%｜，并设置狑′１＝
１

犖
１３．ＦＯＲ狋＝１，２，…，犜

１４．　从专家集合%中获得每个专家犈
犻的决策狓犻狋
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１５．　构建乐观项犿狋，规则见式（１６）

１６．　设置凸集Ω与学习率η狋，规则见引理１

１７．　计算狑狋＝ａｒｇｍｉｎ
狑∈Ω

〈狑，犿狋〉＋"

ψ狋
（狑，狑′狋）

１８．　计算专家决策的加权平均狓狋＝∑
犖

犻＝１

狑犻狋狓
犻
狋作为元算

法的决策

１９．　观察损失函数犳狋（·）并计算损失向量狋 与元损失

犾狋，规则见式（１４）

２０．　向每个专家发送其所需要的关于损失函数犳狋（·）

的信息

２１．　构建修正项犪狋∈!

犖，其中犪犻狋＝３２η
犻
狋
（犻狋－犿

犻
狋）
２

２２．　计算狑′狋＋１＝ａｒｇｍｉｎ
狑∈Ω

〈狑，狋＋犪狋〉＋"

ψ狋
（狑，狑′狋）

２３．ＥＮＤＦＯＲ

在一开始，专家集合$为空（第１步）．我们首先

选择能够优化一般凸函数的算法来构成候选一般凸

算法集合%犮狅狀，由于这些算法不需要额外的参数，因

此我们对于每个在线凸优化算法犃∈%犮狅狀只添加一

个专家犈（犃）到专家集合$中（第２～５步）．我们接

着选择能够优化强凸函数的算法来构成候选强凸算

法集合%狊狋狉，但是这些算法在运行时需要输入无法

提前获得的强凸量度，所以我们选择有限个数的强

凸量度作为近似，并构成候选强凸量度集合$狊狋狉，具

体规则见第４．４节．对于每个在线强凸优化算法

犃∈%狊狋狉和每个强凸量度λ∈&狊狋狉，我们都添加一个专

家犈（犃，λ）到专家集合$中，表示在假设强凸函数的

量度为λ时运行算法犃（第６～１１步）．

然后，我们同时运行犖＝｜$｜个专家，并使用基

于 ＭＳＭＷＣ算法设计的新型元算法来在线追踪最

优专家．为了表示上的方便，我们假设专家集合$是

有序的，并用犈
犻来代表第犻个专家．在第狋轮中，我

们将专家犈
犻的决策表示为狓犻狋∈!

，元算法赋予各专

家的权重记为狑狋∈Ω＝｛狑∈Δ犖：狑
犻
狋１／（犖犜）｝，而

狑′狋为计算权重狑狋时所需要的辅助序列．我们首先从专

家集合$中获得每个专家犈犻的决策狓犻狋（第１４步），并根

据式（１６）构建乐观项犿狋（第１５步），同时按照引理１

设置学习率向量η狋（第１６步）．接着，采用 ＭＳＭＷＣ

算法的方式更新权重狑狋（第１７步），并计算加权平均

狓狋作为ＵＡＧＶ算法在本轮的决策（第１８步）．随后

ＵＡＧＶ算法提交决策狓狋，观察损失函数犳狋（·）从而

计算专家的线性损失狋与元损失犾狋（第１９步），并向

每个专家发送其更新时所需要的关于犳狋（·）的信息

（第２０步）．最后，构建修正项犪狋并计算辅助序列狑′狋＋１

（第２１～２２步）．

但是，在第狋轮中设计乐观向量犿狋 的阶段（第

１６步），元算法无从得知在第１８～１９步才能获取的

狓狋与犳狋（狓狋），因此我们需要解释为何根据式（１６）设

置的犿狋是可行的：由于各专家的决策在第狋－１轮中

接受所需信息完成更新（上一轮的第２０步），因此在

第狋轮的开始时每个专家的决策狓犻狋 都是已知的；同

时，由于狑′狋也是在第狋－１轮中进行计算的（上一轮

的第２２步），因此其同样已知，从而狓－狋＝∑
犖

犻＝１

狑′犻狋狓
犻
狋也已

知；然后，我们考虑将乐观向量的每一维度犿犻狋 拆分

为以下两项：

犿犻狋，１＝
１

３犇犌
〈犳狋（狓狋）－犳狋－１（狓－狋），狓狋〉，

犿犻狋，２＝
１

３犇犌
〈犳狋－１（狓－狋），狓

犻
狋〉，

其中，犿犻狋，１与犻无关且存在未知的狓狋 和犳狋（狓狋），而

犿犻狋，２与犻有关且已知；我们能够说明犿狋，１并不会影响

狑狋的求解（第１７步），因为对于狑狋∈ΩΔ犖 有

　ｍｉｎ
狑∈Ω

〈狑，犿狋〉＋#

ψ狋
（狑，狑′狋）

＝ｍｉｎ
狑∈Ω

〈狑，犿狋，１＋犿狋，２〉＋#

ψ狋
（狑，狑′狋）

＝犿１狋，１＋ｍｉｎ
狑∈Ω

〈狑，犿狋，２〉＋#

ψ狋
（狑，狑′狋），

所以犿狋，１的取值不会影响到第１７步求解得到的狑狋．

在实现该算法时，我们可以先在第１５步时设置犿狋＝

犿狋，２（即暂时认为犿狋，１＝０），直到完成第１６～１９步后

再真正计算犿狋，１，并重新设置犿狋＝犿狋，１＋犿狋，２．由于

这样的拆分不改变第１６～１９步中的任何计算结果，

因此不会影响算法的遗憾界．

通过结合引理１、损失向量与元损失的定义

（１４）以及乐观项的设置（１６），我们可以分析在线损

失函数为一般凸或强凸函数时 ＵＡＧＶ算法的遗憾

界，分别见４．３节和４．４节．

在计算复杂度方面，单个专家算法一次迭代的计

算复杂度一般与决策的维度犱相关而与犜无关
［２６］，

而元算法中对于权重狑狋 与辅助量狑′狋的计算是仅与

专家个数犖＝"

（ｌｏｇ犜）相关的单纯形上凸优化问

题．为了简化讨论，我们记单个专家算法进行一轮迭

代的计算复杂度为"

（犱），记求解一次狀维单纯形上

凸优化问题复杂度为犮（狀），那么 ＵＡＧＶ算法运行

一轮的计算复杂度为"

（犱ｌｏｇ犜＋犮（ｌｏｇ犜））．

４３　一般凸函数

为了使得 ＵＡＧＶ算法能够适应一般凸函数，

我们需要指定候选在线凸优化算法集合%犮狅狀．可选

的算法包括 ＯＧＤ 算法
［５］、对于平滑凸函数的

ＯＥＧＤ算法
［８］等．

由于产生梯度变化界的一个必要条件是在线函

数平滑［１８］，为此我们需要引入一个额外的假设．

假设３．　所有在线函数在决策域!内均满足

犎平滑．
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需要说明的是，假设３在很多现实问题中是成

立的．在线凸优化算法常用于在线机器学习任务，而

机器学习中很多常用的损失函数，如均方误差

（ＭｅａｎＳｑｕａｒｅｄＥｒｒｏｒ）、交叉熵损失（ＣｒｏｓｓＥｎｔｒｏｐｙ

Ｌｏｓｓ）、平滑１ 损失（Ｓｍｏｏｔｈ１Ｌｏｓｓ）等，均为平滑

凸函数．

当在线函数为平滑凸函数时，通过结合引理１

以及损失与乐观项的设计方案（１４）（１６），我们证明

该新型元算法能够适应在线损失函数的梯度变化．

此时若将具有梯度变化界的 ＯＥＧＤ算法加入专家

算法中，就能够使得 ＵＡＧＶ算法对于平滑凸函数

具有梯度变化界保障，证明见附录Ｂ．１．

定理１．　假设对于狋∈［犜］，在线凸函数犳狋（·）

均满足假设１、２和３．当候选算法集合%犮狅狀中包含

ＯＥＧＤ算法时，ＵＡＧＶ算法能够保证

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－ｍｉｎ
狓∈!

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓）＝"

（犞犜ｌｏｇ槡 犜）．

　　相比于不具有梯度变化界保障的在线凸优化算

法，ＵＡＧＶ算法的优势在于将遗憾界保障中的主导

项由与问题无关的"

（槡犜）替换为与在线函数梯度

变化相关的"

～（犞槡 犜）．当犞犜犜 时，ＵＡＧＶ算法能

够受益于在线函数梯度变化缓慢的良好性质，获得

比极小极大最优界更紧的遗憾界，而不具有梯度变

化界的算法仅能获得极小极大最优界．

而对于非平滑的一般凸在线函数，ＵＡＧＶ算法

同样具有理论保障．用犚（犃）表示专家犈（犃）的遗憾

界，那么可以给出 ＵＡＧＶ算法对于一般凸函数的

理论保障，证明见附录Ｂ．２．

定理２．　假设对于狋∈［犜］，在线凸函数犳狋（·）

均满足假设１和２，ＵＡＧＶ算法能够保证

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－ｍｉｎ
狓∈!

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓）ｍｉｎ
犃∈%犮狅狀

犚（犃）＋"

（犜ｌｏｇ槡 犜）．

４４　强凸函数

为了使得 ＵＡＧＶ算法能够适应强凸函数，我

们需要指定候选在线强凸优化算法集合%狊狋狉和候选

强凸量度集合&狊狋狉．我们将能够处理在线强凸优化的

算法加入%狊狋狉，例如ＳＣＯＧＤ算法
［６］．

在构建&狊狋狉时，我们首先需要分析强凸量度λ可

能的取值范围．若λ＜１／犜，由于强凸函数的遗憾界

与１／λ相关，在此情况下遗憾界至少为Ω（犜）．这个

结果不低于一般凸函数的极小极大最优界，因此我

们无法利用强凸性获得更小的遗憾界，不如直接将

其当作一般凸函数进行处理．若λ＞１，根据强凸函

数的定义（１０），λ强凸的函数也为１强凸的，因此

我们可以将其当作１强凸函数进行处理，此时的遗

憾界比理论最优值只相差一个常数因子λ．

综合上述两种情况，我们认为强凸量度λ可能

的取值范围是［１／犜，１］，并采用以２为底的指数间

隔的方式构建候选强凸量度集合&狊狋狉，即

&狊狋狉＝
１

犜
，２
犜
，…，２

犔

｛ ｝犜 ，犔＝ ｌｏｇ２犜 （１７）

当采用这种构建方式时，对于任意λ∈［１／犜，１］，均

能保证存在λ^∈$狊狋狉使得^λλ２^λ．

用犚（犃，^λ）表示ＵＡＧＶ算法中专家犈（犃，^λ）的

遗憾界，那么可以给出 ＵＡＧＶ算法对于强凸函数

的理论保障，证明见附录Ｂ．３．

定理３．　假设对于狋∈［犜］，在线函数犳狋（·）

均满足假设１和２，且为λ强凸，其中λ∈ １／犜，［ ］１ ．

对于λ^∈$狊狋狉且满足^λλ２^λ，ＵＡＧＶ算法能够保证

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－ｍｉｎ
狓∈!

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓）ｍｉｎ
犃∈%狊狋狉

犚（犃，^λ）＋"

ｌｏｇ犜（ ）λ
．

　　由于在线强凸优化算法的极小极大最优界为

"

（ｌｏｇ犜／λ），因此ＵＡＧＶ算法对于强凸函数的理论

保障取得了极小极大最优．

５　实　验

在本节中，我们通过在多个数据集上进行实验，

并与现有普适算法进行对比，从而展示 ＵＡＧＶ算

法的性能．

５１　实验设置

我们使用在线分类任务［４］进行实验．在第狋轮

中，学习者首先提交一个线性分类器狓狋∈!

；接着，

学习者会收到从数据集中采样得到的 犿 个样本

｛狏
（犽）
狋
，狔

（犽）
狋
｝犿
犽＝１
，其中狏

（犽）
狋 ∈!

犱 是第犽个样本的特征向

量，狔
（犽）
狋 是该样本对应的标签；最后，学习者在此轮

遭受了犳狋（狓狋）的损失并更新自身的模型．为了展示

ＵＡＧＶ算法能够适应不同类型的函数，我们使用两

种损失函数进行测试，分别为交叉熵损失函数

犳狋（狓）＝－
１

犿∑
犿

犽＝１

（狔
（犽）
狋 ｌｏｇ狔^

（犽）
狋 ＋（１－狔

（犽）
狋
）ｌｏｇ（１－狔^

（犽）
狋
）），

其中狔^
（犽）
狋 ＝１／（１＋犲

－狓Ｔ狏
（犽）
狋 ）是采用逻辑回归时对于第

犽个样本的预测，当所有样本特征向量的二范数均不

超过犇狊时该损失函数为犇
２
狊／４平滑凸函数，其证明

见附录Ｃ；以及采用二范数正则化的合页损失函数

犳狋（狓）＝
１

犿∑
犿

犽＝１

ｍａｘ｛０，１－狔
（犽）
狋 狓

Ｔ狏
（犽）
狋 ｝＋

λ
２
狓

２，

该损失函数是λ强凸函数．当使用交叉熵损失函数

时，正样本标签为１、负样本标签为０；当使用采用二

范数正则化的合页损失函数时，正样本标签为１、负

样本标签为－１．
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实验在特征标准化后的ＬＩＢＳＶＭ 数据集
［２７］上

进行．在任务中，我们通过对于数据集进行采样来构

造在线凸损失函数，这对于数据集类型没有特殊要

求，因此我们不限定类型地选取了特征数由６０至

７８０的５个数据集进行实验．对于多分类数据集，我

们将其中的一类作为正样本，其余作为负样本．每一

轮从数据集中随机采样一批大小为犿 的样本．实验

所使用数据集及正样本设置的概况见表１．

图２　使用交叉熵损失函数时，标准数据集上遗憾随回合数的变化情况

表１　数据集概况

数据集 特征数 样本数（正样本数）

ｓｐｌｉｃｅ ６０ ３１７５（１６４８）

ｍｕｓｈｒｏｏｍｓ １１２ ８１２４（３９１６）

ａ９ａ １２３ ４８８４２（１１６８７）

ｕｓｐｓ ２５６ ９２９８（１５５３）

ｍｎｉｓｔ ７８０ ７００００（６８７６）　

在选择交叉熵损失函数时，我们设置一次采样

的样本数犿＝１０、决策集直径犇＝１０、时间维度犜＝

５０００，并根据犇 和特征矩阵来估计梯度的界犌．在

选择采用二范数正则化的合页损失函数时，我们额

外设置正则化因子λ＝０．０２并相应修改对犌的估

计，其余设置保持不变．对于所有数据集，每个算法

均更换不同的随机种子重复实验１０次，对结果取平

均值．

５２　对比算法

我们将ＵＡＧＶ算法的实验结果与现有普适算

法进行对比，对比算法包括：ＭｅｔａＧｒａｄ算法
［１２］、

ＭｅｔａＧｒａｄｆｒｅｑ算法
［１３］、Ｍａｌｅｒ算法

［１４］和ＵＳＣ算法
［１５］．

其中，对于 ＭｅｔａＧｒａｄｆｒｅｑ算法设置狉犪狀犽＝２０，ＵＳＣ算

法和ＵＡＧＶ算法均使用了以下的候选算法：

（１）优化一般凸函数的候选算法集合%犮狅狀包括：

设置步长为η狋 ＝
犌

槡犇狋
的ＯＧＤ算法

［５］；设置步长为

η狋＝ｍｉｎ
１

４犎
， 犇

１＋珟犞狋槡
烅
烄

烆
烍
烌

烎－１

的ＯＥＧＤ算法
［８］，其中

珟犞狋－１＝∑
狋－１

狊＝２

犳狊（狓狊－１）－犳狊－１（狓狊－１）
２
是对于由式（１）

定义的犞犜的经验估计．

（２）优化强凸函数的候选算法集合%狊狋狉包括：

设置步长为η狋＝
１

λ狋
的ＳＣＯＧＤ 算法

［６］，同时根据

式（１７）构建候选强凸量度集合&狊狋狉．

在实验结果中，我们同时将候选专家算法

ＯＧＤ、ＯＥＧＤ和ＳＣＯＧＤ（取ｌｏｇ２犜 个ＳＣＯＧＤ专

家中遗憾最小的作为代表）的遗憾变化情况一并展

示，使得我们能从侧面观察不同实验设置下在线损

失函数所具有的性质．

５３　实验结果

我们首先采用交叉熵损失函数进行实验，该损

失函数是平滑一般凸的．我们在５个数据集上分别

比较５个普适算法 ＭｅｔａＧｒａｄ、ＭｅｔａＧｒａｄｆｒｅｑ、Ｍａｌｅｒ、

ＵＳＣ和ＵＡＧＶ的遗憾，并且与候选专家算法ＯＧＤ、

ＯＥＧＤ和ＳＣＯＧＤ的结果进行对照．图２（ａ）～（ｅ）

给出了所有算法运行时的遗憾变化情况，实验结果
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表明：

（１）当采用交叉熵损失函数时，候选算法集合中

最优的专家算法为针对一般凸函数的ＯＧＤ算法或针

对平滑凸函数的ＯＥＧＤ算法．而若将损失函数作为

强凸函数处理则施加了过强的假设，故而针对强凸函

数的ＳＣＯＧＤ算法在实验中没有成为最优的专家．

（２）在普适算法中，ＭｅｔａＧｒａｄ、ＭｅｔａＧｒａｄｆｒｅｑ和

Ｍａｌｅｒ算法的遗憾比较接近且与最优的专家算法相

差较大，ＵＳＣ和 ＵＡＧＶ算法的遗憾与最优的专家

算法相差较小．这是因为 ＭｅｔａＧｒａｄ算法及其加速

版本与 Ｍａｌｅｒ算法的专家算法都在优化形式相同的

替代损失函数（４）而不是原损失函数，该方式引入了

额外的遗憾，并且无法使得算法利用可能具有的问

题相关性质．

需要说明的是，由于我们进行实验时选取的

５个数据集并没有限定其具体的类型，因此不同数

据内部的结构与所具有性质可能存在差异．根据

ＯＥＧＤ算法所具有梯度变化界保障，其能够在梯

度变化缓慢时取得更好的性能，于是我们可以通过

ＯＥＧＤ算法是否优于 ＯＧＤ算法来从侧面判断损

失函数是否具有梯度变化缓慢的性质．在ｓｐｌｉｃｅ、

ｍｕｓｈｒｏｏｍｓ和ａ９ａ数据集上，候选算法中ＯＥＧＤ算

法的遗憾大于 ＯＧＤ算法，这说明在这些数据集上

捕捉在线函数的梯度变化信息并没有给算法优化带

来优势，相应地在这３个数据集上 ＵＡＧＶ与 ＵＳＣ

算法的遗憾十分接近．而在ｕｓｐｓ和 ｍｎｉｓｔ数据集

上，ＯＥＧＤ算法的遗憾小于ＯＧＤ算法，这反映了在

线函数具有梯度变化缓慢的性质且能够被优化算法

所利用，此时我们提出的具有梯度变化界保障的

ＵＡＧＶ算法相较于 ＵＳＣ算法获得明显更小的遗

憾，最终遗憾减小的幅度分别为１４．４％和２４．６％．

由于ＵＳＣ和ＵＡＧＶ算法均使用了相同的候

选专家算法，两者的区别仅在于使用的元算法不

同，因此我们对于两种算法的实验结果进行重点

对比．比较能反应两者差距的数据集为ｕｓｐｓ和

ｍｎｉｓｔ，我们以ｍｎｉｓｔ数据集上 ＵＳＣ和 ＵＡＧＶ算法

的运行情况为例具体说明 ＵＡＧＶ所使用的新型元

算法的优势．在ｍｎｉｓｔ数据集上，不存在一种候选算

法的遗憾在犜轮中一直最小，根据图２（ｅ）所示，在

约１８００轮前ＯＧＤ算法遗憾最小，而在此后ＯＥＧＤ

算法遗憾最小．这种较为复杂的情况考验了元算法

跟踪最优专家的能力．对比图３（ａ）和（ｂ）中 ＵＡＧＶ

与ＵＳＣ的元算法权重变化情况，可以发现 ＵＡＧＶ

的元算法一直在跟踪并逐渐提高对于 ＯＥＧＤ算法

的权重，而 ＵＳＣ算法的权重直到接近５０００轮时才

倾向于ＯＥＧＤ算法．这反映了 ＵＡＧＶ算法在候选

专家算法遗憾变化比较复杂的情况下的适应能力

更强．

图３　使用交叉熵损失函数时，ｍｎｉｓｔ数据集上ＵＡＧＶ与ＵＳＣ元算法权重变化情况对比

接着我们使用二范数正则化的合页损失函数来

进行实验，该损失函数是强凸的．我们在５个数据集

上分别比较５个普适算法 ＭｅｔａＧｒａｄ、ＭｅｔａＧｒａｄｆｒｅｑ、

Ｍａｌｅｒ、ＵＳＣ和 ＵＡＧＶ的遗憾，并且与候选专家算

法ＯＧＤ、ＯＥＧＤ和ＳＣＯＧＤ的结果进行对照．图４

（ａ）～（ｅ）给出了采用不同算法时的遗憾，实验结果

表明：

（１）当采用二范数正则化的合页损失函数时，

候选算法集合中最优的专家算法为针对强凸函数的

ＳＣＯＧＤ算法，其次为针对一般凸函数的 ＯＧＤ算

法．由于损失函数并不平滑，因此 ＯＥＧＤ算法不适

用且表现最差．

（２）在普适算法之间进行比较，ＭｅｔａＧｒａｄ和

ＭｅｔａＧｒａｄｆｒｅｑ算法由于对强凸损失函数遗憾界保障

没有达到极小极大最优从而遗憾最大，同时 ＵＡＧＶ

算法与 Ｍａｌｅｒ和ＵＳＣ算法的遗憾比较接近．这体现

了ＵＡＧＶ算法能够像Ｍａｌｅｒ和ＵＳＣ算法一样适应

于强凸的损失函数．
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图４　使用二范数正则化的合页损失函数时，标准数据集上遗憾随回合数的变化情况

６　总　结

针对现有普适凸优化算法中对于一般凸函数难

以获得问题相关界的缺陷，本文提出了在平滑条件

下对于一般凸函数具有梯度变化界保障的 ＵＡＧＶ

算法．ＵＡＧＶ算法采用专家学习框架，具有两层结

构：底层同时运行多个专家算法，顶层使用元算法来

结合专家算法的决策．为了使得元算法具有梯度变

化界保障，我们基于 ＭＳＭＷＣ算法设计了新型的元

算法，其中的难点在于针对性地设置 ＭＳＭＷＣ算法

中的替代损失函数与乐观项．通过理论分析，我们证

明了ＵＡＧＶ算法在平滑条件下对于一般凸函数具

有梯度变化界保障，除此以外还能够适应强凸函数．

我们在标准数据集上进行实验，结果展示了 ＵＡＧＶ

算法对于平滑一般凸和强凸函数具有较好的优化

效果．

ＵＡＧＶ算法适用于具有凸损失函数的优化任

务，其既可以在线利用流式数据进行优化，也可以对

于离线数据小批量采样进行优化，应用场景较为广

泛．在使用时，无需用户对于凸损失函数的性质进行

额外分析，算法能够自动适应于可能的强凸或梯度

缓慢变化的性质以提高优化效率．后续的研究可以

考虑两方面的拓展，包括支持更多类型的损失函数

以及利用更多种类的问题相关性质．为了进行此方

向的探索，我们可能需要对于元算法中乐观项的形

式做出调整，或是采用更加复杂的算法结构进行遗

憾界的进一步分解．
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附录犃．

Ａ．１． 对于引理１的证明．

Ｃｈｅｎ等人
［１６］在分析 ＭＳＭＷＣ算法的遗憾界时，所用到

的关键性引理（文献［１６］中的引理１）的第一步丢弃了下式

中最后的一个负项

∑
犜

狋＝１

〈狑狋－狌，狋＋犪狋〉∑
犜

狋＝１

（
#

ψ狋
（狌，狑′狋）－#

ψ狋
（狌，狑′狋＋１））＋

∑
犜

狋＝１

（〈狑狋－狑′狋＋１，狋－犿狋＋犪狋〉－#

ψ狋
（狑′狋＋１，狑狋））－∑

犜

狋＝１

#

ψ狋
（狑狋，狑′狋）．

我们将该负项保留，并将上式代回到文献［１６］中的定理２，

能够得到

∑
犜

狋＝１

〈狑狋－狑犼狋，狋〉＝

（" ｌｎ（犖犜）＋ ｌｎ（犖犜）∑
犜

狋＝１

（
犼
狋－犿

犼
狋）槡
２－∑

犜

狋＝１

#

ψ狋
（狑狋，狑′狋 ）） （１８）

我们在此基础上对于该负项加以分析以证明引理１．根据算

法２中的定义，有

１４６２１１期 刘朗麒等：适应梯度变化的普适在线凸优化算法



#

ψ狋
（狓，狔）∑

犖

犻＝１

１

η
犻
狋

ＫＬ（狓犻，狔犻）＝∑
犖

犻＝１

１

η
犻
狋

狓犻ｌｎ
狓犻

狔犻
－狓犻＋狔（ ）犻 ，

根据狓，狔满足狓，狔∈Ω＝ 狑∈Δ犖：狑犻
１｛ ｝犖犜

，有狓犻ｌｎ
狓犻

狔犻
－

狓犻＋狔犻＞０．同时η
犻
狋ｍｉｎ ｌｎ（犖犜）∑

狊＜狋

（犻狊－犿
犻
狊）槡
２，｛ ｝犆 ，其

中犆＞０，那么有
１

η
犻
狋

＝ｍａｘ ∑
狊＜狋

（犻狊－犿
犻
狊）
２／ｌｎ（犖犜槡 ），１｛ ｝犆 ，

即
１

η
犻
狋


１

犆
，因此能够将#

ψ狋
（狓，狔）放缩为

#

ψ狋
（狓，狔）＝∑

犖

犻＝１

１

η
犻
狋

狓犻ｌｎ
狓犻

狔犻
－狓犻＋狔（ ）犻 ∑

犖

犻＝１

１

犆
狓犻ｌｎ

狓犻

狔犻
－狓犻＋狔（ ）犻

＝
１

犆
ＫＬ（狓，狔）

１

２犆
狓－狔

２

１
，

其中，第三步利用了Δ犖的定义，最后一步利用了Ｐｉｎｓｋｅｒ不

等式［２８］，即 ＫＬ（狓，狔）
１

２
狓－狔

２

１．代入狓＝狑狋、狔＝狑′狋和

犆＝
１

６４
能够得到－#

ψ狋
（狑，狑′狋）－３２ 狑狋－狑′狋

２

１．将其代回

式（１８）即可完成引理１的证明． 证毕．

附录犅．

Ｂ．１． 对于定理１的证明．

首先分析元界．根据引理１，ＭＳＭＷＣ算法的理论保证

　∑
犜

狋＝１

（犾狋－
犼
狋）＝

（" ｌｎ（犖犜）＋ ｌｎ（犖犜）∑
犜

狋＝１

（
犼
狋－犿

犼
狋）槡
２－∑

犜

狋＝１

狑狋－狑′狋 ）２１ ，
对于所有犼∈［犖］同时成立．因此对于使用线性损失的元算

法，代入式（１４）中损失向量狋和元损失犾狋的定义可以得到

∑
犜

狋＝１

〈犳狋（狓狋），狓狋－狓
犼
狋〉＝

（１４）

３犇犌∑
犜

狋＝１

（犾狋－
犼
狋）＝

（" ｌｎ（犖犜）＋ ｌｎ（犖犜）∑
犜

狋＝１

（
犼
狋－犿

犼
狋）槡
２－∑

犜

狋＝１

狑狋－狑′狋 ）２１ （１９）
　　当在线函数犳狋（·）为一般凸时，我们在分析元界∑

犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓
犼
狋）时保留式（１９）中的负项，并代入式（１４）和（１６）中损

失向量狋与乐观项犿狋的定义得到

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－∑
犜

狋＝１

犳狋（狓
犼
狋）

（９）

∑
犜

狋＝１

〈犳狋（狓狋），狓狋－狓
犼
狋〉＝

（１９）

（" ｌｎ（犖犜）＋ ｌｎ（犖犜）∑
犜

狋＝１

（
犼
狋－犿

犼
狋）槡
２－∑

犜

狋＝１

狑狋－狑′狋 ）２１ ＝
（１４），（１６）

（" ｌｎ（犖犜）＋ ｌｎ（犖犜）∑
犜

狋＝１

〈犳狋（狓狋）－犳狋－１（狓
－
狋），狓

犼
狋－狓狋〉槡

２－

∑
犜

狋＝１

狑狋－狑′狋 ）２１ （２０）

　　我们接着对式（２０）中根号内的∑
犜

狋＝１

〈犳狋（狓狋）－犳狋－１（狓
－
狋），

狓犼狋－狓狋〉
２ 一项进行分析，有

∑
犜

狋＝１

〈犳狋（狓狋）－犳狋－１（狓
－
狋），狓

犼
狋－狓狋〉

２


∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－犳狋－１（狓
－
狋）

２
狓
犼
狋－狓狋

２


∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－犳狋－１（狓
－
狋）

２（狓犼狋 ＋ 狓狋 ）
２


∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－犳狋－１（狓
－
狋）

２·２（狓犼狋
２
＋ 狓狋

２）
（１３）

４犇２∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－犳狋－１（狓
－
狋）

２ （２１）

其中，第一步用到了柯西施瓦茨不等式〈狓，狔〉
２
 狓

２
狔

２
．

当在线函数犳狋（·）均为犎平滑函数时，我们能够利用平

滑的性质（１１）在式（２１）的基础上进行更加仔细的分析，得到

∑
犜

狋＝１

〈犳狋（狓狋）－犳狋（狓
－
狋），狓

犼
狋－狓狋〉

２

（２１）

４犇２∑
犜

狋＝１

犳狋 狓（ ）狋 －犳狋－１ 狓
－（ ）狋

２


８犇２∑
犜

狋＝１

（ 犳狋（狓狋）－犳狋－１（狓狋）
２
＋

犳狋－１（狓狋）－犳狋－１（狓
－
狋）

２）
（１１）

８犇２∑
犜

狋＝１

ｓｕｐ
狓∈!

犳狋（狓狋）－犳狋－１（狓狋）
２
＋

８犇２犎２∑
犜

狋＝１

狓狋－狓
－
狋

２
８犇

２犞犜＋８犇
４犎２∑

犜

狋＝１

狑狋－狑′狋
２

１
（２２）

其中最后一步利用了 狓狋－狓
－
狋

２能够被元算法的权重变化量

约束住的性质，即

狓狋－狓
－
狋

２ ＝ ∑
犖

狋＝１

（狑犻狋－狑′
犻
狋）狓

犻
狋

２

 ∑
犖

狋＝１

｜狑
犻
狋－狑′

犻
狋｜狓（ ）犻

狋

２

犇
２ 狑狋－狑′

２

１．

　　综合式（２０）和（２２），我们可以推导得出 ＵＡＧＶ算法对

于平滑凸在线函数的元界

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－∑
犜

狋＝１

犳狋（狓
犼
狋） ＝

（２０），（２２） （" ｌｎ（犖犜）＋
ｌｎ（犖犜 （）８犇２犞犜＋８犇４犎２∑

犜

狋＝１

狑狋－狑′狋 ）槡
２

１ －∑
犜

狋＝１

狑狋－狑′狋 ）２１ ＝

（" ｌｎ（犖犜）＋ ８犇２ｌｎ（犖犜）犞槡 犜＋

８犇４犎２ｌｎ（犖犜）∑
犜

狋＝１

狑狋－狑′狋槡
２

１－∑
犜

狋＝１

狑狋－狑′狋 ）２１ ＝

（" ｌｎ（犖犜）＋ ８犇２ｌｎ（犖犜）犞槡 犜＋２犇
４犎２ｌｎ（犖犜）＋

∑
犜

狋＝１

狑狋－狑′狋
２

１－∑
犜

狋＝１

狑狋－狑′狋 ）２１ ＝"

（ 犞犜ｌｏｇ槡 犜） （２３）

其中，第二步用到了不等式 犪＋槡 犫槡犪＋槡犫，第三步用到了

基本不等式２槡犪犫犪＋犫．

现在我们考虑专家界．对于所有犃∈%犮狅狀，均有专家界

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓
犼
狋）－ｍｉｎ

狓∈!

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓）犚（犃） （２４）

同时，根据ＯＥＧＤ算法对于平滑凸函数的理论保障
［８］，有
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犚（ＯＥＧＤ）＝"

（１＋犞槡 犜） （２５）

于是当ＯＥＧＤ∈%犮狅狀时，结合元界（２３）与专家界（２４）、（２５），

我们得到ＵＡＧＶ算法对于平滑凸在线函数的遗憾界

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－ｍｉｎ
狓∈!

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓）
（２３），（２４）

ｍｉｎ
犃∈%犮狅狀

犚（犃）＋"

（犞犜ｌｏｇ槡 犜）＝
（２５）

"

（犞犜ｌｏｇ槡 犜）．

证毕．

Ｂ．２． 对于定理２的证明．

当在线函数不具有平滑性质时，我们在式（２１）的基础上

进行分析，得到

　　　　∑
犜

狋＝１

〈犳狋（狓狋）－犳狋（狓
－
狋），狓

犼
狋－狓狋〉

２

（２１）

４犇２∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－犳狋－１（狓
－
狋）

２


４犇２∑
犜

狋＝１

（ 犳狋（狓狋） ＋ 犳狋－１（狓
－
狋））

２


４犇２∑
犜

狋＝１

２（ 犳狋（狓狋）
２
＋ 犳狋－１（狓

－
狋）

２）


（１２）

１６犇２犌２犜 （２６）

将其代入式（２０）得到元界

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－∑
犜

狋＝１

犳狋（狓
犼
狋） ＝

（２０），（２６）

"

（犜ｌｏｇ槡 犜） （２７）

结合元界（２７）与专家界（２４），最终得到 ＵＡＧＶ算法对

于一般凸在线函数的遗憾界

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－ｍｉｎ
狓∈!

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓） ｍｉｎ
犃∈%犮狅狀

犚（犃）＋"

（ 犜ｌｏｇ槡 犜）．

证毕．

Ｂ．３． 对于定理３的证明．

当在线函数犳狋（·）强凸时，我们在分析元界∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓
犼
狋）时丢弃式（１９）最后的负项，得到

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－∑
犜

狋＝１

犳狋（狓
犼
狋）

（１０）

∑
犜

狋＝１

〈犳狋（狓狋），狓狋－狓
犼
狋〉－

λ
２
狓狋－狓

犼
狋

２
＝
（１９）

（" ｌｎ（犖犜）＋ ｌｎ（犖犜）∑
犜

狋＝１

（
犼
狋－犿

犼
狋）槡 ）２ －

λ
２
狓狋－狓

犼
狋

２ （２８）

我们接着对式（２８）中的根号项进行分析．代入式（１４）和（１６）

中损失向量狋与乐观项犿狋的定义，得到

ｌｎ（犖犜）∑
犜

狋＝１

（
犼
狋－犿

犼
狋）槡
２ ＝
（１４），（１６）

１

３犇犌
ｌｎ（犖犜）∑

犜

狋＝１

〈犳狋（狓狋）－犳狋－１（狓
－
狋），狓

犼
狋－狓狋〉槡

２


１

３犇犌
ｌｎ（犖犜）∑

犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－犳狋－１（狓
－
狋）

２
狓
犼
狋－狓狋槡

２


１

３犇犌
ｌｎ（犖犜）∑

犜

狋＝１

２（犳狋（狓狋）
２
＋ 犳狋－１（狓

－
狋）

２）狓犼狋－狓狋槡
２

（１２）

４犌
３犇
ｌｎ（ ）犖犜 ∑

犜

狋＝１

狓
犼
狋－狓狋槡

２

２犌
３犇λ
ｌｎ（ ）犖犜 ＋

λ
２
狓
犼
狋－狓狋

２

（２９）

其中，第二步用到了柯西施瓦茨不等式〈狓，狔〉
２
 狓

２
狔

２，

最后一步用到了对于犪，犫＞０的基本不等式２槡犪犫犪＋犫．

结合式（２８）、（２９）以及犖 的定义（１７），我们得到ＵＡＧＶ算法

对于强凸在线函数的元界

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－∑
犜

狋＝１

犳狋（狓
犼
狋）＝

（２８）

（" ｌｎ（犖犜）＋ ｌｎ（犖犜）∑
犜

狋＝１

（
犼
狋－犿

犼
狋）槡 ）２ －

λ
２
狓狋－狓

犼
狋

２
＝
（２９）

（" １＋
２犌
３犇（ ）
λ
ｌｎ（犖犜 ）） ＋λ２ 狓

犼
狋－狓狋

２
－
λ
２
狓狋－狓

犼
狋

２
＝
（１７）

"

ｌｏｇ犜（ ）
λ

（３０）

　　对于犃∈%狊狋狉，存在^λ∈&狊狋狉满足^λλ２^λ．由于λ强凸函

数也是λ^强凸的，因此在所有采用算法犃的强凸专家中，专

家犈（犃，^λ）将给出具有最佳理论保障的遗憾界，为

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓
犼
狋）－ｍｉｎ

狓∈!

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓）犚（犃，^λ） （３１）

结合元界（３０）与专家界（３１），最终得到 ＵＡＧＶ算法对于强

凸在线函数的遗憾界

∑
犜

狋＝１

犳狋（狓狋）－ｍｉｎ
狓∈犡∑

犜

狋＝１

犳狋（狓） ｍｉｎ
犃∈%狊狋狉

犚（犃，^λ）＋"

ｌｏｇ犜（ ）
λ

．

证毕．

附录犆．

Ｃ．１． 对于交叉熵损失函数平滑性的证明．

对于犿个样本犡＝（狓１，狓２，…，狓犿）
Ｔ
∈!

犿×犱，设分类模

型权重为狑∈!

犱，真实标签为狔∈｛０，１｝
犿，作出的预测为狔^∈

（０，１）犿，其中狔^犽＝
１

１＋犲－狑
Ｔ狓

犽

，那么交叉熵损失写作

犳（狑）＝－
１

犿∑
犿

犽＝１

（狔犽ｌｏｇ狔^犽＋（１－狔犽）ｌｏｇ（１－狔^犽））＝

１

犿∑
犿

犽＝１

（１－狔犽）狑
Ｔ狓犽＋

１

犿∑
犿

犽＝１

ｌｏｇ（１＋ｅ
－狑Ｔ狓

犽），

其对应的黑塞矩阵为

犎＝
１

犿
犡Ｔ犃犡∈!

犱×犱，

其中犃∈!

犿×犿为对角矩阵，犃犽，犽＝狔^犽（１－狔^犽）１／４．

对于犎平滑函数犳（·），等价地有
２
犳（狓）犎犐，即

犎犐－
２
犳（狓）是正定矩阵．由于交叉熵损失的黑塞矩阵 犎

是实对称矩阵，因此犎犐－犎 的埃尔米特矩阵（犎犐－犎）犎 等

于自身．而矩阵犕 正定等价于ｅｉｇ
犕＋犕犎

（ ）２
＞０，对于实对

称的犎犐－犎则是ｅｉｇ（犎犐－犎）＞０，因此我们需要分析犎 的

最大特征值的上界．
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由于对称矩阵的迹等于其特征值之和，则有

ｍａｘ（ｅｉｇ（犎））ｔｒ（犎）＝ｔｒ
１

犿
犡Ｔ（ ）犃犡 ｔｒ

１

４犿
犡Ｔ（ ）犡 ．

当样本的二范数有界，即 狓犽 犇狊，犽∈［犿］时，有

ｔｒ
１

４犿
犡Ｔ（ ）犡 

１

４犿
·犿犇２狊＝

犇２狊
４
．

因此我们得到ｍａｘ（ｅｉｇ（犎））犇
２
狊／４，即交叉熵损失为犇

２
狊／４

平滑的．需要注意的是，这是一个比较松的估计，因为并不是

所有样本的二范数都能够达到上界犇狊；同时犃犽，犽＝狔^犽（１－

狔^犽）１／４在狔^犽＝１／２处才取到等号，而在进行了一段时间的

模型更新后大部分预测狔^犽 会倾向于０或１，则有犃犽，犽＜１／４．

证毕．

犔犐犝犔犪狀犵犙犻，Ｍ．Ｓ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｉｓ

ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｏｎｌｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇ

ａｎｄｄａｔａｍｉｎｉｎｇ．

犣犎犃犖犌犔犻犑狌狀，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓ

ｉｎｃｌｕｄｅｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇａｎｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱

　　Ｕｔｉｌｉｚｉｎｇｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓａｌｌｏｗｓｆｏｒｄａｔａ

ａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ

ｍｏｄｅｌｓ．Ｎｏｎｅｔｈｅｌｅｓｓ，ｅｍｐｌｏｙｉｎｇｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌｂａｔｃｈｂａｓｅｄｍａｃｈｉｎｅ

ｌｅａｒｎｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒ ｍｏｄｅｌｔｒａｉｎｉｎｇ ｒｅｑｕｉｒｅｓ ｎｕｍｅｒｏｕｓ

ｃｏｍｐｌｅｔｅｉｔｅｒａｔｉｏｎｓｏｖｅｒｄａｔａａｎｄｒｅｔｒａｉｎｉｎｇｕｐｏｎｅｖｅｒｙｄａｔａ

ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ，ｐｏｓｉｎｇｃｈａｌｌｅｎｇｅｓｆｏｒｒａｐｉｄｌｙｅｖｏｌｖｉｎｇｅｎｖｉｒｏｎ

ｍｅｎｔｓａｎｄｓｅｔｔｉｎｇｓｏｆｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｅａｒｎｉｎｇ．Ｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｔｏ

ｔｈｅｓｅｃｈａｌｌｅｎｇｅｓ，ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓｈａｖｅｐｕｔｆｏｒｔｈｔｈｅｃｏｎｃｅｐｔｏｆ

ｏｎｌｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇ．Ｔｈｉｓｐａｒａｄｉｇｍ ｐｒｏｃｅｓｓｅｓｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｄａｔａ

ｉｎｐｕｔｖｉａｉｔｅｒａｔｉｖｅｕｐｄａｔｅｓ，ｔｈｅｒｅｂｙｒｅｄｕｃｉｎｇｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ

ｏｆｕｐｄａｔｉｎｇｍｏｄｅｌｓｃｏｍｐａｒｅｄｔｏｉｔｓｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌｃｏｕｎｔｅｒｐａｒｔｓ．

Ｏｎｌｉｎｅｃｏｎｖｅｘｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ（ＯＣＯ）ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔ

ｂｒａｎｃｈｏｆｏｎｌｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇ．ＴｒａｄｉｔｉｏｎａｌＯＣＯａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｒｅ

ｄｅｓｉｇｎｅｄｆｏｒｓｐｅｃｉｆｉｃｃｏｎｖｅｘｆｕｎｃｔｉｏｎｔｙｐｅｓａｎｄｏｆｔｅｎｒｅｑｕｉｒｅ

ｐｒｉｏｒｋｎｏｗｌｅｄｇｅａｂｏｕｔｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｒｅｌａｔｅｄｍｏｄｕｌｉ，ｐｏｓｉｎｇａ

ｕｓａｇｅｂａｒｒｉｅｒ．Ｉｎｃｏｎｔｒａｓｔ，ｕｎｉｖｅｒｓａｌＯＣＯａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｃａｎ

ａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙａｄａｐｔｔｏｂｏｔｈｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｔｙｐｅａｎｄｍｏｄｕｌｉ，

ｐｒｏｖｉｎｇｔｏｂｅｍｏｒｅｕｓｅｒｆｒｉｅｎｄｌｙ．Ａｔｐｒｅｓｅｎｔ，ｗｈｉｌｅｅｘｉｓｔｉｎｇ

ｕｎｉｖｅｒｓａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｃａｎａｃｈｉｅｖｅｍｉｎｉｍａｘｏｐｔｉｍａｌｂｏｕｎｄａｎｄ

ｐｒｏｂｌｅｍｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｂｏｕｎｄ ｆｏｒ ｂｏｔｈ ｓｔｒｏｎｇｌｙｃｏｎｖｅｘ ａｎｄ

ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｌｙｃｏｎｃａｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｙｆａｉｌｔｏａｃｑｕｉｒｅｐｒｏｂｌｅｍ

ｄｅｐｅｎｄｅｎｔｂｏｕｎｄ，ｓｕｃｈ ａｓｇｒａｄｉｅｎｔｖａｒｉａｔｉｏｎ ｂｏｕｎｄ，ｆｏｒ

ｇｅｎｅｒａｌｃｏｎｖｅｘｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．Ｔｏｒｅｍｅｄｙｔｈｉｓｉｓｓｕｅ，ｏｕｒｐａｐｅｒ

ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓ ｔｈｅ Ｕｎｉｖｅｒｓａｌ Ｏｎｌｉｎｅ Ｃｏｎｖｅｘ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

ＡｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈＡｄａｐｔｉｖｉｔｙｔｏＧｒａｄｉｅｎｔＶａｒｉａｔｉｏｎ（ＵＡＧＶ），

ｗｈｉｃｈｌｅｖｅｒａｇｅｓａｍｅｔａａｌｇｏｒｉｔｈｍｔｏｉｎｔｅｇｒａｔｅｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓ

ｏｆｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｅｘｐｅｒｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．Ｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓ，

ＵＡＧＶ ｐｒｏｖｉｄｅｓａｇｒａｄｉｅｎｔｖａｒｉａｔｉｏｎｂｏｕｎｄｇｕａｒａｎｔｅｅｆｏｒ

ｇｅｎｅｒａｌ ｃｏｎｖｅｘ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｕｎｄｅｒ ｓｍｏｏｔｈ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ａｎｄ

ａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙａｄａｐｔｓｔｏｓｔｒｏｎｇｌｙｃｏｎｖｅｘｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．

ＴｈｉｓｗｏｒｋｉｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ

ＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（Ｎｏｓ．６２１２２０３７ａｎｄＵ２３Ａ２０３８２）．

４４６２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２４年


